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1 制約付き最適化問題

本研究で対象とする問題は，非線形計画問題（NonLinear Programming problem：以
下NLPと略す）である．本研究ではNLPの中でも，特に大規模な制約付きNLPについ
て取り扱う．
本節では，大規模なNLPを取り扱う前に，一般的なNLPについて説明する．なお，NLP

とは，問題中のいずれかの関数が非線形であるような問題である．本研究においては，次
のような制約付き最適化問題を考える．

【制約条件付き最適化問題】

min f(x), x ∈ Rn

s.t. h(x) = 0, xi ≥ 0, i ∈ Im
(1)

ここで f : Rn → R，h : Rn → Rlは 2回微分可能関数であり，Imは {1, 2, . . . , n}の部
分集合である．
また，m = |Im| > 0，D ∈ Rm×nをベクトル eT

i , i ∈ Imからなる行列とすると問題 (1)
は次のように表すことができる．ただし，T は転置を表し，ei ∈ Rnは単位行列の i列で
ある．

【制約条件付き最適化問題】(本研究での定式化)

min f(x), x ∈ Rn

s.t. h(x) = 0, Dx ≥ 0
(2)

以下では簡略化のため
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ξ ≡ Dx ∈ Rm

を用いる．
問題 (2)のラグランジュ関数は次のように定義される．

L(w) = f(x) − yT h(x) − zT ξ

ただしw = (x, y,z)であり，y ∈ Rl，z ∈ Rmはそれぞれ等式・非負制約に関するラグ
ランジュ乗数ベクトルである．次に，Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件は

r0 =

 ∇xL(w)
h(x)
ΞZe

 = 0, ξ ≥ 0, z ≥ 0　 (3)

である．ただし，

∇xL(w) = ∇f(x) −∇h(x)y − DT z,

∇h(x)T =


∇h1(x)T

∇h2(x)T

...
∇hl(x)T

 ,

X = diag(x1, x2, . . . , xn),

Ξ = DXDT = diag(ξ1, ξ2, . . . , ξm),

Z = diag(z1, z2, . . . , zm),

e = (1, . . . , 1)T ∈ Rm.

また，diag(v1, v2, · · · , vn)は viを対角成分に並べた対角行列である．
ここで，内点法を用いて問題 (1)を解くために，次のログバリヤ関数の最小化問題を定

義する．

【ログバリヤ関数の最小化問題】

min f(x) − µ
m∑

i=1

log(ξi), ξ ∈ Rm
+

s.t. h(x) = 0, (4)

ただし µは正定数，Rm
+ = {ξ ∈ Rm|ξ > 0}
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十分小さな µを用いた場合，問題 (4)の解は問題 (2)の近似解になる．問題 (4)のラグ
ランジュ関数は，

L(w) = f(x) − µ
m∑

i=1

log(ξi) − yT h(x)

であり，最適性条件は，

r(w, µ) =

 ∇xL(w)
h(x)

ΞZe − µe

 = 0, ξ ≥ 0, z ≥ 0 (5)

ただし，y ∈ Rlは等式制約に関するラグランジュ乗数ベクトルであり，z ∈ Rmは 3番目
の不等式を満たすために導入されたベクトルである．条件 (5)はバリヤKKT条件と呼ば
れ，w(µ) = (x(µ), y(µ), z(µ))はバリヤKKT条件を満たす．
ρ ≥ ‖y‖∞を満たす十分大きな ρを用いれば，問題 (7)の最適性条件が条件 (5)になる．

1.1 主双対内点法

内点法 (内点ペナルティ法)の原理は，制約条件が付いた問題を考えるとき，実行可能領
域内での関数値が，領域の境界に近づくにつれて大きくなり，境界上では無限大になるよ
うに目的関数 f(x)を拡張して，その拡張関数の最小点を無制約最小化法を用いて求める
ことにある．内点法は，LP(Linear Programming)問題や QP(Quadratic Programming)
問題に対して理論的にも実用的にも非常に活発に研究されてきた．LP問題に対する内点
法の中でも，近年，特に主双対内点法 (Primal-dual Interior Point method)が有望視され
ている．多くの研究者によって主双対内点法の大域的収束性や局所的収束性が研究されて
おり，その実用性も高く評価されている．
そうした状況の中で，非線形最適化問題に対する内点法の研究が現在進行中である．こ
れは，古典的な内点ペナルティ法の欠点を解消し，かつ，LP問題で成功した内点法のア
イデアを盛り込んだものである．
ここでは，制約付き最適化問題 (2)を扱う．主双対内点法では，最適性条件 (3)に非負パ
ラメータ µ(これをバリヤパラメータという)を導入して，相補条件ΞZe = 0を ΞZe = µe

で置き換えた方程式 (5)を考える．この条件はバリヤKKT条件と呼ばれ，これを満たす
点w(µ) = (x(µ), y(µ), z(µ))を µ－センターという．また，µを正の値から 0に近づけた
ときに生成される µ－センターの軌跡をセンターパスという．µ = 0のとき，バリヤKKT
条件 (5)が，もとの最適化問題のKKT条件 (3)になる．
主双対内点法の基本的な考え方は，正数 µが与えられたときに，µ－センターの近似解

を求め，µ → 0として最終的に KKT点を求めていくのである．その際，速い収束性を
実現するためにニュートン法を用いて非線形方程式 (5)を解き，変数 (ξk, zk)が非負条件
に関して内点になるようにステップ幅を調整する．すなわち，∆wk = (∆xk, ∆yk, ∆zk)T
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をニュートン方向としたとき，k回目の反復におけるニュートン方程式は ∇2
xL(wk) −∇h(xk) −DT

∇h(xk)T 0 0
ZkD 0 DXkD

T


 ∆xk

∆yk

∆zk

 = −

 ∇xL(wk)
h(xk)

DXkD
T Zke − µe


となる．このとき，∆ξk = D∆xk としたとき

ξk+1 = ξk + αk∆ξk > 0
zk+1 = zk + αk∆zk > 0

となるようにステップ幅 αk が選ばれる．主双対内点法と従来のニュートン法との本質的
な違いは，扱う方程式 (5)に摂動項 µeが含まれていること，点列 (ξk,zk)が非負条件に
関して内点になるように減速をしなければならないことである．準ニュートン法のように
ラグランジュ関数のヘッセ行列∇2

xL(wk)を行列Bkで近似することも考えれば，ニュー
トン方程式に対応する連立１次方程式

Jk∆wk = −r(wk, µ) (6)

を解いて探索方向∆wk = (∆xk, ∆yk, ∆zk)T を求める解法が得られる．ただし，

Jk =

 Bk −∇h(xk) −DT

∇h(xk)T 0 0
ZkD 0 DXkD

T


である．ここで，Bk = ∇2

xL(wk)の場合がニュートン法に基づく主双対内点法，Bkをヘッ
セ行列∇2

xL(wk)の近似行列にとった場合が準ニュートン法に基づく主双対内点法になる．
なお，探索方向に対するステップ幅の決め方は，(ξk, zk)が内点になることばかりでは

なく，大域収束性を保証するために，直線探索法を用いて適当なメリット関数値を減少さ
せることも要求される．Yamashita[8] は，ログバリヤ関数と l1型ペナルティ関数とを組
み合わせて，メリット関数 (7)を提案した．

F (x, µ, ρ) = f(x) − µ
m∑

i=1

log(ξi) + ρ
l∑

i=1

|hi(x)| (7)

この関数をバリヤペナルティ関数 (barrier penalty function)と呼ぶ．ここで第２項は非負
条件に対するログバリヤ項で，ξ = 0の境界に近づかないように調整するもので，内点法
にとっては本質的な項である．第３項は，h(x) = 0に対する l1型ペナルティ項である．関
数 (7)をメリット関数に用いる正当性は，十分に大きな ρに対して，バリヤペナルティ関
数を最小化する問題の最適性の必要条件がバリヤKKT条件であることによる．また，直
線探索ではWolfeの基準が使われる．すなわち∆ξ = D∆xとしたとき F (x + ∆x, µ, ρ)
の 1次近似

F̂ (x, ∆x, µ, ρ) = f(x) + ∇f(x)T ∆x − µ
m∑

i=1

(
log(ξi) +

∆ξi

ξi

)

+ρ
l∑

j=1

|hj(x) + ∇hj(x)T ∆x|
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に対して，

∆F (x, ∆x, µ, ρ) = F̂ (x, ∆x, µ, ρ) − F (x, µ, ρ)

と定義したとき，Armijoの基準は

F (xk + αk∆xk, µ, ρ) ≤ F (xk, µ, ρ) + ζαk∆F (x, ∆x, µ, ρ) (8)

となる．ただし，αkは∆xk方向のステップ幅，ζ は 0 < ζ < 1となる定数である．
アルゴリズムの概要は，内部反復では固定した正の数 µに対して，上述の手順を

‖ r(wk, µ) ‖が十分に小さくなるまで繰り返し，外部反復では µの値を徐々に 0に近づけ
ていくものである．以上をまとめると，次のアルゴリズムを得る．

【主双対内点法 (プロトタイプ)】

Step 0. µ > 0と 0 < τ < 1を与える．

Step 1. 以下の内部反復によって，‖ r(w, µ) ‖が十分に小さくなるようなwを見つける：　
　

Step 1.0 初期点w0と初期行列B0を与える．k = 0とおく (通常は前回の外部反復で得
られた点wをw0に選ぶ)．

Step 1.1 連立 1次方程式 (6)を解いて探索方向∆wkを求める．

Step 1.2 ξk + αk∆ξk > 0, zk + αk∆zk > 0となり，かつArmijoの基準 (8)を満足す
るステップ幅 αkを求める．

Step 1.3 xk+1 = xk + αk∆xk, yk+1 = yk + αk∆yk, zk+1 = zk + αk∆zkとおく．

Step 1.4 行列Bk+1を求める．

Step 1.5 k := k + 1とおいて内部反復の Step1.1へいく．

Step 2. もし µの値が十分に小さければ，求まったw = (x, y,z)を解とみなして終了する．
さもなければ，µ := τµとおいて外部反復の Step 1へいく．

1.2 Maratos効果

主双対内点法はニュートン方の考え方に基づいた数値解法であるので，局所的に速い収
束を達成するためには，最終的に解の近くで，ステップ幅αk = 1が選ばれることが望まし
い [1]．他方，大域収束性を保証するためにはメリット関数の減少を課さなければならず，
そのためにαk = 1が採用されないことが起こりうる．この現象はMaratos効果（Maratos
effect）[2]と呼ばれる．Maratos効果は，メリット関数である l1型正確なペナルティ関数
が微分可能でないことと 2次計画部分問題で非線形制約条件を線形化したことによって生
じる．そこで，大域的収束を保持しながら，いかにして αk = 1を採用して超 1次収束性
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を実現するか（Maratos効果を避けるか）が，いろいろと研究されてきた．代表的な対応
策として，非単調直線探索法を利用する方法，微分可能な正確なペナルティ関数をメリッ
ト関数として用いる方法などがあげられる．しかしながら，理論的な裏付けはともかくと
して，実際の問題でMaratos効果が起こることはほとんどない．

1.3 非単調ステップ

主双対内点法では，バリヤペナルティ関数に l1型正確なペナルティ関数項が含まれてい
るのでMaratos効果の問題が起こり得る．この問題点を克服するため，本研究では主双対
内点法に非単調ステップを組み込んでいる．非単調ステップとは目的関数値を単純に減少
させるのではなくて，関数の増加をある程度許して数回の反復ごとに目的関数値を減少さ
せてステップ幅 1が採用されるチャンスを増やす手法である．メリット関数にバリヤペナ
ルティ関数 (7)を用いた非単調主双対内点法のアルゴリズムを以下に示す．

【アルゴリズム 非単調主双対内点法】

Step 0. 初期パラメータ ρ > 0，Mc > 0 を選び，初期点 w0 ∈ Rn
+ × Rl

+ × Rm
+ と

‖r(w0, µ−1)‖ ≤ Mcµ−1を満たす µ−1 > 0を与える．λ0 = F (x0, µ−1)，k = 0と
おく．

Step 1. もし ‖r0(wk)‖ ≤ εならば停止する．さもなければ µk ∈ (0, µk−1)を選ぶ．

Step 2. 非単調手順

Step 2.1 ニュートン方程式 (6)

Jk∆wk = −r(wk; µk)

を解くことによって探索方向∆wkを計算する．

Step 2.2 ξk + α∆ξk > 0，zk + α∆zk > 0を満たすように直線探索を行い，ス
テップ幅 αを求める．

Step 2.3 もしF (xk +α∆xk, µk) ≥ λkならば λk+1 = λkとおいて，Step3へ行く．

Step 2.4 λk+1 ∈ [max {F (xk, µk), F (xk + α∆xk, µk)}, F (x0, µ−1)]とおく．

Step 3. もし ‖r(wk + α∆wk, µk)‖ ≤ Mcµkならばwk+1 = wk + α∆wkとおく．

Step 4. k = k + 1とおいて，Step1へいく．
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2 制約付き大規模最適化問題に対するアルゴリズム

変数の数が非常に大きい問題，いわゆる大規模問題（Large scale problem）に対する
数値解法が近年強く望まれている．無制約最小化問題については，いくつかの解法が開発
されており，非厳密 Newton法や共役勾配法などが良く知られている．一方，準 Newton
法は，そうした解法に比べて近似行列を保存する点において不利である．しかしながら，
ヘッセ行列はスパース性や分割性などの特別な構造を持っていることが多いので，近似行
列 Bk にこうした特別な構造を組み込んだ準Newton法が提案されている．大規模問題を
考慮した代表的な準Newton法として，次の 3つが挙げられる．

1. スパース準Newton法

2. 分割準Newton法

3. 記憶制限付き準Newton法

スパース準Newton法と分割準Newton法は，ヘッセ行列の特別な構造を利用した解法
である．それに対して，ヘッセ行列の特別な構造を利用するわけではないが，近似行列の
更新公式を行列の形ではなく，数本のベクトルを用いて保存することによって計算機の記
憶容量を大幅に削減した準 Newton法が考えられている．これが，2.1節で述べる記憶制
限付き準Newton法（limited memory quasi-Newton method）である．

2.1 Nocedalの記憶制限準Newton法

記憶制限付き準Newton法は，共役勾配法に関連して，大規模な無制約最小化問題を解
くためにNocedal[4]によって提案された方法である．
基本的な考え方は，ヘッセ行列の逆行列 ∇2f (xk)

−1 を近似するのにH公式のBFGS公
式を用いる． k 回目の反復におけるH公式の BFGS公式は

Hk = Hk−1 −
Hk−1yk−1sk−1

T + sk−1yk−1
T Hk−1

sk−1
T yk−1

+

(
1 +

yk−1
T Hk−1yk−1

sk−1
T yk−1

)
sk−1sk−1

T

sk−1
T yk−1

=

(
I −

yk−1sk−1
T

sk−1
T yk−1

)T

Hk−1

(
I −

yk−1sk−1
T

sk−1
T yk−1

)
+

sk−1sk−1
T

sk−1
T yk−1

と書けるので，

Vk−1 = I −
yk−1sk−1

T

sk−1
T yk−1

とおけば

Hk = Vk−1
T Hk−1Vk−1 +

sk−1sk−1
T

sk−1
T yk−1
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を得る．このとき (k − 1) 回目の BFGS公式

Hk−1 = Vk−2
T Hk−2Vk−2 +

sk−2sk−2
T

sk−2
T yk−2

を上式に代入すれば

Hk = Vk−1
T Vk−2

T Hk−2Vk−2Vk−1 + Vk−1
T sk−2sk−2

T

sk−2
T yk−2

Vk−1 +
sk−1sk−1

T

sk−1
T yk−1

となり，この操作を順々に繰り返して番号を遡っていけば，結局

Hk = (V0V1 · · ·Vk−2Vk−1)
T H0 (V0V1 · · ·Vk−2Vk−1)

+ (V1 · · ·Vk−2Vk−1)
T s0s0

T

s0
T y0

(V1 · · ·Vk−2Vk−1)

+ · · ·

+(Vk−2Vk−1)
T sk−3sk−3

T

sk−3
T yk−3

(Vk−2Vk−1) (9)

+Vk−1
T sk−2sk−2

T

sk−2
T yk−2

Vk−1

+
sk−1sk−1

T

sk−1
T yk−1

を得る．ここで， H0 は与えられた正定値対称行列かつ対角な初期行列である．このまま
では従来の準 Newton法と本質的には変わらないが，Nocedalは V0V1 · · ·Vk をすべて保
存するのではなくて， k 回目の反復で過去 t 個分だけを保存して行列更新することを提
案した．すなわち

Hk = (Vk−tVk−t+1 · · ·Vk−2Vk−1)
T (Vk−tVk−t+1 · · ·Vk−2Vk−1)

+ (Vk−t+1Vk−t+2 · · ·Vk−2Vk−1)
T sk−tsk−t

T

sk−t
T yk−t

(Vk−t+1Vk−t+2 · · ·Vk−2Vk−1)

+ · · ·

+(Vk−2Vk−1)
T sk−3sk−3

T

sk−3
T yk−3

(Vk−2Vk−1) (10)

+Vk−1
T sk−2sk−2

T

sk−2
T yk−2

Vk−1

+
sk−1sk−1

T

sk−1
T yk−1

として行列を更新することを提案した．ただし，H0 = Iとおき，k < tの時は式 (9)を用い
る．過去の記録を制限して保存するという意味で，この方法を記憶制限付き準Newton法と
呼び，特に上記の公式 (10)を記憶制限付きBFGS公式（limited memory BFGS update）
という．この公式 (10)では行列の形式を用いるのではなく，ベクトル si, yi, i = k −
t, · · · , k − 1 を保存しておけばよく，必要なときに随時ベクトルの内積計算等を実行して
探索方向 dk を求める．このことによって，大規模な NLP問題に準 Newton法を適用す
ることが可能になる．実際の計算では過去の履歴の個数 t はせいぜい 5～10程度に設定さ
れるので，計算量の大幅な節約が実現できる．
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2.2 Powellの修正BFGS公式

本研究のアルゴリズムでは，B−1
k (= Hk)の更新公式が必要である．したがって，B−1

k (= Hk)
の更新公式はH公式の BFGS公式を用いる．

【H公式のBFGS公式】

Hk+1 = Hk − Hkyks
T
k + sky

T
k Hk

sT
k yk

+

(
1 +

yT
k Hkyk

sT
k yk

)
sks

T
k

sT
k yk

しかし，ラグランジュ関数のヘッセ行列を近似した場合，sT
k yk > 0とは限らず，Hkの正

定値性の保存が保証されていないため，次のような修正を加えた公式を用いる．

【H公式の修正BFGS公式】

Hk+1 = Hk − Hkzks
T
k + skz

T
k Hk

sT
k zk

+

(
1 +

zT
k Hkzk

sT
k zk

)
sks

T
k

sT
k zk

ただし，

zk = ψksk + (1 − ψk) Hkyk

ψk =

 1 sT
k yk ≥ ωsT

k Hkykのとき
(1−ω)yT

k Hkyk

yT
k (Hkyk−sk)

上記以外の時

パラメータ ωは ω = 0.1または ω = 0.2とおかれる．この公式は，セカント条件を緩和し
た条件

Bk+1sk = zk

を満足する．また，常に sT
k zk > 0が成り立つので，上記の公式は正定値性を保存する．

この更新公式を Powellの修正 BFGS公式という．

2.3 探索方向の計算手順

ヘッセ行列の逆行列∇2f(xk)−1を行列H で近似したニュートン方程式 (6)を解くと， ∆xk

∆yk

∆zk

 = −

 H−1
k −∇h(xk) −DT

∇h(xk)T 0 0
ZkD 0 DXkD

T


−1  ∇xL(wk)

h(xk)
DXkD

T Zke − µe

 (11)

となる．ここで，

J =
(

J̄ K

W T　 DXDT

)
, J̄ =

(
H−1 −∇h

∇hT 0

)
,

K =

(
−DT

0

)
,W =

(
DT Z

0

)
,

∆P =

(
∆x

∆y

)
, q =

(
∇L

h

)
, γ = DXDT Ze − µe

9



とおくと式 (11)は次のようになる．(
∆P

∆z

)
= −

(
J̄ K

W T　 DXDT

)−1
(

q

γ

)
.

ここで，J−1と J̄−1は解析的に次のように求められる．

J−1 =

(
J̄−1(I + KQ−1W T J̄−1) −J̄−1KQ−1

−Q−1W T J̄−1 Q−1

)
, Q = DXDT − W T J̄−1K

J̄−1 =

(
H − H∇hU∇hT H H∇hU

−U∇hT H U

)
, U = (∇hT H∇h)−1

以上より，探索方向は(
∆P

∆z

)
= −

(
J̄−1q + J̄−1K∆z

∆z

)
, ∆z = −Q−1W T J̄−1q + Q−1γ

と求めることができる．これより，探索方向∆wを求めるには，J̄−1q，J̄−1K∆zを計算
する必要がある．J̄−1q，J̄−1K∆zを具体的に表すと

J̄−1q　 =

(
H∇L − H∇hU∇hT H∇L + H∇hUh

−U∇hT H∇L + Uh

)
(12)

J̄−1K∆z　 =

(
−HDT ∆z + H∇hU∇hT HDT ∆z

U∇hT HDT ∆z

)
(13)

となる．ここで注意したいのは式 (12)，(13)の計算で出てくるH∇L，H∇h，HDT ∆z

の演算でHkを保存すると大規模問題では非常に大きな記憶領域が必要となり，計算機の
限界等により計算を行うことが困難となる．そこで，本研究では次の様に演算することに
よりメモリの節約を行うことを提案する．なお，今回対象としている問題は等式制約の数
lが小さいのでH∇L，H∇h，HDT ∆zの演算はH と n次元ベクトルの内積とみなすこ
とができる．したがって以下ではH∇Lについてだけ説明し他の 2つは省略する．
Limited Memory BFGS法 (2.2節)を用いることにより，行列 H∇L は次のように表すこ
とができる．

Hk∇L(xk) = (Vk−tVk−t+1 · · ·Vk−2Vk−1)
T (Vk−tVk−t+1 · · ·Vk−2Vk−1)∇L(xk)

+ (Vk−t+1 · · ·Vk−2Vk−1)
T sk−tsk−t

T

sk−t
T zk−t

(Vk−t+1 · · ·Vk−2Vk−1)∇L(xk)

+ · · ·

+(Vk−1Vk−2)
T sk−3sk−3

T

sk−3
T zk−3

(Vk−1Vk−2)∇L(xk)

+V T
k−1

sk−2sk−2
T

sk−2
T zk−2

Vk−1∇L(xk)

+
sk−1sk−1

T

sk−1
T zk−1

∇L(xk) (14)
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このように数本のベクトル演算の形に表される．しかし，このまま行列 Hk∇L(xk) を求
める場合，行列 Vk−1, · · · , V1 を保存しておかなければならず，非効率であると言える．し
たがって，上記のように表された行列 Hk∇L(xk) の効率的な計算の提案を行う．
行列 H∇L の式は基本的に次のような構造をしている．

(Vk−t+1 · · ·Vk−1)
T sk−tsk−t

T

sk−t
T zk−t

(Vk−t+1 · · ·Vk−1)∇L(xk)

ここで，行列 Di を次のような形で定義する．

Di = Vi · · ·Vk−1∇L(xk) (15)(
ただし，Vi = I − zisi

T

si
T zi

)

式 (15)をそのまま計算すると Vi · · ·Vk−1 を全て保存しておかなければならない．そこで
効率的な計算として，次の様におこなう．

Di = Vi Vi−1 · · · Vk−2 Vk−1 ∇L(xk)
�

�
�

(16)

まず，式 (16)の下線部分�の計算をおこなう．

D
[0]
i = ∇L(xk)とおく

D
[1]
i = Vk−1∇L(xk)

= Vk−1D
[0]
i

=

(
I − zk−1sk−1

T

sk−1
T zk−1

)
D

[0]
i (17)

次に式 (17)を用いて，式 (16)の下線部分�の計算を行う．

D
[2]
i = Vk−2Vk−1∇L(xk)

= Vk−2D
[1]
i

=

(
I − zk−2sk−2

T

sk−2
T zk−2

)
D

[1]
i (18)

次に式 (18)を用いて，式 (16)の下線部分�の計算を行う．

D
[3]
i = Vk−3Vk−2Vk−1∇L(xk)

= Vk−3D
[2]
i

=

(
I − zk−3sk−3

T

sk−3
T zk−3

)
D

[2]
i

11



このように右から順々に計算していくことにより，すべての行列領域 Vi · · ·Vk−1を保存し
ておく必要はなく，ベクトル演算の形で求めることができる．
上記の計算をまとめると次のようなアルゴリズムになる．

【Diの計算アルゴリズム】

Step 0. Di = ∇L(xk)とおく．

Step 1. l = (k − 1) → iまで下の計算を行う．

Di =

(
I − zlsl

T

sl
T zl

)
Di

このような計算方法を用いることにより，効率的な計算を行うことができる．

2.4 拡張セカント条件を満たす公式

本節では，拡張セカント条件を満たすという性質を損なうことなくこの公式を簡略化し，
記憶領域を低減しつつ探索方向を計算できる新しい公式を用いた記憶制限準ニュートン法
について述べる．また，拡張されたセカント条件を満たす更新公式は，サイジング因子wk

を用いることにより，正値対称行列Gを持つ線形方程式 f(x) = Gx− bに対して，Hkの
固有値をG−1の固有値に単調に近づけることが出来る．このような考え方にもとづいて，
根岸ら [3]は大規模非線形方程式の解法に用い成功している．
近似行列Hkが満たす重要な条件がセカント条件である．∇2f(xk)の近似行列をBk，そ

の逆行列をHkとしたときに，∇f(x)のテイラー展開

∇f(xk) = ∇f(xk+1) + ∇2f(xk+1)(xk − xk+1) + · · ·

を (xk − xk+1)の項で打ち切り，

sk = xk+1 − xk, yk = ∇f(xk+1) −∇f(xk) (19)

とすると，∇2f(xk+1)sk ' ykなので，近似行列Bk+1が

Bk+1sk = yk (20)

を満たすことが要請される．これは sk 方向で，∇f(xk+1)を近似することを課すもので，
セカント条件と呼ばれている．H 公式ではセカント条件は

sk = Hk+1yk (21)

である．ここで

Sk+1 = [s0, s1, . . . , sk],

Yk+1 = [y0,y1, . . . , yk] (22)

と定め，拡張されたセカント条件とは

Sk+1 = Hk+1Yk+1 (23)
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である [5]．これはすなわちHk+1が s0, s1, . . . , skと y0,y1, . . . , ykに対してセカント条件
を満たしているということである．Yamaki and Yabe[7],Yabe and Yamaki[5]は，近似行
列Hk+1 の生成において，拡張セカント条件を満たすサイジング付公式を提案している．
サイジングとは近似行列Hkをそのまま更新するのではなく, 適当な正の数wkをHkにか
けてから更新することである. Yabe and Yamaki[5]では，wkの選び方として,

w0 =
(1 − ψ0)sT

0 y0

yT
0 H0y0

+
ψ0s

T
0 ∇f(x0)

∇f(x0)T H0y0

, ψ0 ∈ [0, 1]

wk =
ψ1

ks
T
k yk

yT
k Hkyk

+
ψ2

ks
T
k ∇f(xk)

∇f(xk)T Hkyk

+ ψ3
k

3∑
i=1

ψi
k = 1, ψ1

k, ψ
2
k, ψ

3
k ≥ 0, for k ≥ 0

を提案している. したがって，k = 0の場合にはH0 = Iなので，簡単な計算によって w0

が得られ，k > 0の場合は wk = 1でよいことがわかる．
公式は以下のとおりである．

Hk = Pk + Rk

Pk = wk−1L
T
k Pk−1Lk

Lk = I − Yk

(
ST

k Yk

)−1
ST

k

Rk = Sk

(
ST

k Yk

)−1
ST

k

Hi, Pi, Ri ∈ Rn×n, Si, Yi ∈ Rn×i

(24)

2.5 拡張セカント条件を満たす公式の記憶制限準ニュートン法

式 (24)の Pk−1に Pk−2から P0を逐次代入すると以下の式になる．

Pk = wk−1L
T
k Pk−1Lk

= wk−1 · · ·w0L
T
k · · ·LT

1 P0L1 · · ·Lk

ここで，L1 · · ·Lkを使って計算するのではなく，Lk−t+1 · · ·Lkを使って近似的に Pkを計
算する．すなわち

Pk ' wk−1 · · ·wk−tL
T
k · · ·LT

k−t+1Pk−tLk−t+1 · · ·Lk

とする．ここでは，wk−1, . . . , wk−t+1 = 1でよく，また，Pk−t = I とおいて，Lk だけ用
いて計算すると，

Pk ' wk−tL
T
k Lk (25)

となる．従ってHkは

Hk = Pk + Rk

' wk−tL
T
k Lk + Rk (26)
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である．
探索方向 dkは，

　　
dk = −Hk∇f(xk)

= (Pk + Rk)∇f(xk)
(27)

であり，

(Pk + Rk)∇f(xk) ' wk−tL
T
k Lk∇f(xk) + Rk∇f(xk)

= wk−t(I − Sk(Y T
k Sk)−1Y T

k )(I − Yk(ST
k Yk)−1ST

k )∇f(xk)

+Sk(ST
k Yk)−1ST

k ∇f(xk)

である．従って (Pk+Rk)∇f(xk)を記憶領域を低減しつつ計算できればよい．まず，Rk∇f(xk)
の計算であるが，Rk∇f(xk)の構造を以下に示す．

Rk∇f(xk) = Sk(ST
k Yk)−1ST

k ∇f(xk)

= [sk−t . . . sk−1]




sT
k−t
...

sT
k−1

 [yk−t . . . yk−1]


−1 

sT
k−t
...

sT
k−1

∇f(xk)

a =




sT
k−t
...

sT
k−1

 [yk−t . . . yk−1]


−1 

sT
k−t
...

sT
k−1

∇f(xk)

Rk∇f(xk) = Ska, a ∈ Rt

Rk∇f(xk)において，(ST
k Yk)−1ST

k ∇f(xk)の計算の途中では，t × tの行列ないし，n次
元ベクトルが生成されるだけである．従って，この部分をベクトルaとおくと，aを先に
計算して Skaを後から計算することによって，Rk∇f(xk)を記憶領域を低減しつつ計算で
きる．Pk∇f(xk)についても同様に計算できる．従って，通常の準ニュートン法が n × n

の行列を記憶しなければならないのに比べて，記憶制限準ニュートン法は数本のベクトル
だけを記憶すればいいので，大幅に記憶領域を低減できる．

2.6 (ST
k Yk)

−1の計算

本研究では，(ST
k Yk)−1の計算が必要である．しかし，このとき ST

k Yk の正則性は常に
保証されるとは限らない．そこで，正則性をこわす sk,ykの組を除外しながら逆行列を計
算することを考える．(ST

k Yk)−1を計算するために次の補題を使う．
補題 1: Dが正則でかつ a − bT D−1c 6= 0のとき，(

a bT

c D

)−1

=

(
r −rbT D−1

−rD−1c D−1 + rD−1cbT D−1

)

ただし，r = 1/(a − bT D−1c).
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実際に (ST
k Yk)−1は次のような手順で計算する．

(ST
k Yk)−1の計算手順

(1) A1 = (sT
k−1yk−1)とおく．

(2) 以下の手順を i = 2から tまで繰り返す．

Ai =

(
sT

k−iyk−i sT
k−iBi

CT
i yk−i Ai−1

)

ただし，Bi = [yk−i+1, · · · , yk−1], Ci = [sk−i+1, · · · , sk−1].
ここで，sT

k−iyk−i − sT
k−iBi(Ai−1)−1CT

i yk−i = 0ならば，ST
k Yk の正則性が保証されな

いので sk−i, yk−iを除外しAi = Ai−1とおく．
そして sT

k−iyk−i − sT
k−iBi(Ai−1)−1CT

i yk−i 6= 0のとき補題にしたがって以下のように
(ST

k Yk)−1を計算する．

(Ai)−1 =

(
r −rsT

k−iBi(Ai−1)−1

−r(Ai−1)−1CT
i yk−i (Ai−1)−1 + r(Ai−1)−1CT

i yk−is
T
k−iBi(Ai−1)−1

)

ただし，r = (sT
k−iyk−i − sT

k−iBi(Ai−1)−1CT
i yk−i)−1

(At)−1が求める (ST
k Yk)−1となる．

なお，正則性を崩す sk−i,yk−iの組が除外された場合，sk−i,yk−iを保存しておくメモリ
から除外されるため，実際の過去の履歴の保存数はそれぞれ t − 1本ずつとなる．

2.7 信頼領域法 [9]

2.2節と同様に，拡張セカント条件を満たす公式を用いラグランジュ関数のヘッセ行列
を近似した場合，sT

k yk > 0とは限らず，Hkの正定値性の保存が保証されていない．した
がって大域的収束性を期待し，探索方向は信頼領域法で求める．以下では，バリヤ KKT
条件を満たす点を見つけるための信頼領域法について説明する．

2.7.1 準備

1.1節で述べたメリット関数に対して，x ∈ Rn で s ∈ Rn についての 1次近似関数
Fl(x, s) : Rn

+ → Rは次のように定義される．

Fl(x, s) = F (x, µ) + (∇f(x) − µΞ−1e)T s + ρ
m∑

i=1

(
|hi(x) + ∇hi(x)T s| − |hi(x)|

)
(28)

同様に，2次近似関数 Fq(x, s) : Rn
+ → Rは次のようになる．

Fq(x, s) = Fl(x, µ) +
1
2
sT Qs　 (29)

ここでQ ∈ Rn×nは任意の行列である．しかしながら，速い収束を実現するために次のよ
うにおく．

Q = H + DT Ξ−1ZD (30)
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また，ステップ sでのこれらの関数の変化量は次のようになる．

∆Fl(x, s) ≡ Fl(x, s) − Fl(x,0) = Fl(x, s) − F (x, µ)

∆Fq(x, s) ≡ Fq(x, s) − Fq(x,0) = Fq(x, s) − F (x, µ)

∆F (x, s) ≡ F (x + s, µ) − F (x, µ)

2.7.2 探索方向

基準となる方向は，ニュートン方向∆wN = (∆xN ,∆yN∆zN )で次の方程式を解く
ことによって求まる． B −∇h(x) −DT

∇h(x)T 0 0
ZD 0 Ξ


 ∆xN

∆yN

∆zN

 = −r(w, µ)　 (31)

また，信頼領域法ではアルゴリズムに大域的収束性を含むために次の方程式を解いた方

向も利用している． C −∇h(x)T −DT

∇h(x)T 0 0
ZD 0 Ξ


 ∆xSD

∆ySD

∆zSD

 = −r(w, µ)　 (32)

ここで C は正定値対角行列であり，方向∆wSD = (∆xSD, ∆ySD, ∆zSD)を最急降下方

向と呼ぶことにする．

2.7.3 アルゴリズム

以下にパラメータ µを固定したときのバリヤ KKT点を求めるアルゴリズムを示す．k

回目の反復において信頼半径 δk > 0，∆wN，∆wSDを与える．これらの 2つのベクトル
から信頼領域制約 ‖sk‖ ≤ δkと ξk ≥ 0，zk ≥ 0を満たす探索方向 skをつくる．
後半の条件を満たすために次の制約を満たすようにする．

(1 − γ)(ξk)i ≤ (D(xk + sk))i, i = 1, . . . ,m

ここで γ ∈ (0, 1)．この条件によって変数の非負制約を満たすために信頼半径を不必要に

小さくする必要がなくなる．また，探索方向 skは次の条件を満たさなければならない．

∆Fq(xk, sk) ≤
1
2
∆Fq(xk, α

∗(xk, ∆xSDk)∆xSDk) (33)
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ここで α∗(x, d)は次式で定義される．

α∗(x, d) = argmin{Fq(x, αd)|α ≤ 1, ‖αd‖ ≤ δ, α ∈ [0, γᾱ(x, d)]} (34)

ᾱ = min
i

{− ξi

(Dd)i
|(Dd)i < 0}.

条件 (33)は最急降下方向を基準とした場合の探索方向 skが十分な減少をする条件となる．
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【アルゴリズム 信頼領域法】

Step 0. 初期点 w0(ξ0 > 0, z0 > 0)と µ > 0，ρ > 0，ε > 0，γ ∈ (0, 1)，δ0 > 0を与え，
k = 0とおく．

Step 1. もし ‖r(wk, µ)‖ ≤ εならば停止する．

Step 2. 式 (31)，式 (32)から∆wNk，∆wSDkをそれぞれ求める．もし

‖∆xNk‖ ≤ M1‖∆xSDk‖ (35)

を満たしていなければ，(35)を満たすようにBkを緩和する．ただしM1 > 0．

Step 3. 探索方向 s̄kを式 (36)により計算する．

s̄k = ν∆xSDk + (1 − ν)∆xNk (36)

ここで ν ∈ [0, 1]は sk = α∗(xk, s̄k)s̄kが条件 (37)を満たすように選ばれる．

‖sk‖ ≤ δk,

(1 − γ)(ξk)i ≤ (D(xk + sk))i, i = 1, . . . , n, (37)

∆Fq(xk, sk) ≤ 1
2
∆Fq(xk, α

∗(xk,∆xSDk)∆xSDk)　

Step 4. δk+1を次のように決める:

もし∆F (xk, sk) >
1
4
∆Fq(xk, sk)ならば δk+1 =

1
2
δk;

　 もし∆F (xk, sk) ≤
3
4
∆Fq(xk, sk)ならば δk+1 = 2δk;

それ以外は δk+1 = δk．

Step 5. もし∆F (xk, sk) ≤ 0ならば，xk+1 = xk + sk，yk+1 = yk + ∆yk，zk+1 = zk +
αzk∆zkとする．さもなければ，wk+1 = wkとする

Step 6. k = k + 1とおいて，Step1へいく．

注 1. Step1の停止判定は ε = Mcµとし，次の緩和されたバリヤKKT条件を用いる．

‖r(wk+1, µk)‖ ≤ Mcµk

注 2. 信頼領域法によって生成される点列 F (xk, µ)は単調に減少する．

注 3. Step2における緩和は，対角行列を足すことによって行う．

18



注 4. Step3では，ν ∈ [0, 1]に対して sk = α∗(xk, s̄k)s̄kを計算し，条件 (37)を満たしてい
るか確認している．もし ν = 1ならば条件 (37)は明らかに満たされる．もし ν = 0
ならば skはニュートン方向∆xNkになる．したがって，最初に ν = 0とし条件 (37)
を満たすまで νの値を 0.1ずつ増やしていく．この手順はそれぞれの k = 0, 1, . . .に
対して

‖sk‖ ≤ M2‖∆xSDk‖

を満たすM2 > 0が存在することを保証する．

注 5. Step5の αzkの求め方は [9] を参照されたい．

3 考察

本研究では，大規模制約条件付非線形最適化問題に対する主双対内点法について議論し
た．大規模問題に対処するには，問題のラグランジュ関数のヘッセ行列の近似を記憶制限
法による方法が有力である．ここで示した二つの方法には，それぞれ特徴がある．第一の
方法はNocedalの方法にもとづくもので，Powellの修正公式と併用することで，行列の正
定値性を保証することができる．しかし，制約条件付問題の場合ラグランジュ関数のヘッ
セ行列は正定値性を持たない．また，計算手順が複雑である．
第二の方法は，拡張セカント条件を満たす公式である．この方法では正定値対称性が保
証されないかわりに，二次関数に対する有限回収束が保証される．また，逐次探索方向の
履歴の独立性を吟味する機構を備えることと，信頼領域法を組み合わせることで，性能の
向上を目指している．
今後は，数値実験などにより性能評価を重ねて，より強固なアルゴリズムにしていくこ
とが必要である．
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